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摘 要 


本 文 运用 Nevanlinna 基本 理论 和 Wiman-Valiron 理论 , 研究 了 高 阶 线 性 微分 
方程 解 的 振荡 性 质 , 全 文 分 为 以 下 四 章 . 

第 一 草 , 作为 全 文 的 预备 知识 , 简要 介绍 了 Nevanlinna 理论 的 相关 内 容 . 

第 二 章 , 主要 研究 了 整 系数 高 阶 非 齐 次 线性 微分 方程 f M) ALL tet 
A f' +A, f =F 的 无 穷 级 解 沿 征 同上 的 振荡 性 质 . EIU ALAS A, FU ZH 
限 级 整 函 数 , 且 方 程 的 超越 解 f 满足 o,(f)= p(0< p<w) 的 条 件 下 , 以 角 域 上 的 
Nevanlinna 特征 函数 为 主要 工具 证 明了 解 f£ 沿 径 同上 的 超级 ,Borel 方 同上 的 超 
级 和 超级 零点 收 人 证 指数 之 则 的 一 种 等 价 关 系 . 

第 三 章 , 假设 f 为 整 系数 高 阶 微分 方程 /4 +4 +...+4f'+4,f = 下 的 
无 穷 级 解 ,满足 o,(f)<%, A p(r) 是 了 的 一 个 无 限 级 .利用 能 庆 来 的 无 限 级 型 函数 
FU FE DT EAI T 26 UR AR Borel 方 同 的 一 个 等 价 条 件 , 证 明了 射线 L:argz=0 是 解 
了 的 一 条 olr) 级 Borel 方 同 的 一 个 充 要 条 件 . 

第 四 章 , 本 章 主 要 运用 复 平面 上 Nevanlinna 理论 , Wiman-Valiron 理论 及 整 函 
数 的 相关 理论 , 研究 了 二 阶 亚 纯 系数 微分 方程 1"+h(z)je'f'+Q(z)f =0 超 越 解 
的 增长 性 ,通过 给 定 适当 条 件 ,对 方程 解 的 增长 级 及 超级 进行 了 估计 . 


关键 词 : WATT; Wiehe; Borel 方向 ; 超级 ; 零点 收敛 指数 ， 亏 值 


Abstract 


This paper, based on the Nevanlinna fundamental theory and Wiman- Valiron theory, 
investigates the radial oscillation of infinite order solutions of higher order linear differential 
equation. The whole paper can be divided into the following four chapters. 

Chapter one, as the pre-knowledge of the whole paper, briefly introduces the relevant 
knowledge of Nevanlinna theory. 

Chapter two mainly investigates the radial oscillation of infinite order solutions of higher order 


nonhomogeneous linear differential equation f"? +A, fe te A J' =F In the condition 
that A), A,,:--,A,_, , F with finite order and the transcendental solutions f satisfy 
O; (f )= p(0 < p< oo) ,then we can obtained an equivalent relationship between the estimations 
on the hyper order along radial direction of f , the hyper order and the hyper order convergence 


exponent of the sequence of zero of f along it's Borel direction of hyper order,by using Nevanlinna 
theory in angular domain . 


Chapter three suppose that the infinity order solution f of f™ 十 4; ; p +--+ A f'=F 
satisfy o, ( f ) < coand F with finite order, p(z) is the infinity order type function of Xiong Qinglai’s 
of f .Then obtain a sufficient and necessary condition for L:argz=@ is a order Borel direction 


of f by using the infinity order type function of Xiong Qinglai's and a sufficient and necessary 


condition for infinity order Borel direction which was established by Chuang Chitai. 


Chapter four studies the growth of transcendental solutions of the second order linear 
differential equation f"+ h(z)e”? f'+Q(z)f=0 with meromorphic coefficients and 


estimates the order and hyper order of the by specifying appropriate prerequisites by using 
Nevanlinna theory, Wiman-waliron theory. 


Key words: Differential equations; Hyper order;Borel direction;meromorphic function; 


The exponent of convergence of zero-sequence;Deficient value; 
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第 一 草 引言 与 预备 知识 


1.1 引言 

微分 方程 的 复 振荡 理论 作为 一 门 边缘 领域 交叉 的 学 科 , 它 主 要 运用 亚 纯 函 数 
的 Nevanlinna 值 分 布 理 论 [1, 2], 位 势 理 论 , Wiman-Valiron 理论 ,渐进 方法 等 , 研究 
复 域 上 微分 方程 解 的 复 振荡 性 质 . 该 研究 始 于 1982 年 S.Bank 和 L.Lainel3, 4] 对 
二 阶 齐 次 线性 微分 方程 解 的 增长 级 与 零点 收敛 指数 的 富有 创始 性 的 研究 工作 . 此 
后 , 该 领域 的 研究 成 为 人 们 研究 的 热点 , 国内 外 许多 学 者 都 进行 了 大 量 深 入 的 研 
究 ， 例 如 , J.K.Langley[5], GGundersen[6, 7] 等 人 在 该 领域 进行 了 深入 研究 , 并 取 
得 了 许多 深刻 结果 . 在 国内 , 1989 年 , 高 仕 安 [8] 对 系数 为 多 项 式 的 微分 方程 解 的 
增长 性 进行 研究 , 得 到 了 许多 深刻 的 结果 . 随后 , 陈 宗 迷 [9-11] 解 决 了 该 领域 内 的 
儿 个 重要 问题 ,并 且 对 系数 分 别 为 多 项 式 , 有 理 函 数 , 超越 整 函 数 及 亚 纯 函数 的 线 
性 微分 方程 的 复 振荡 理论 进行 了 深入 研究 , 得 到 了 一 系列 非常 有 意义 的 首创 性 结 
果 . 

关于 亚 纯 函 数 的 值 分 布 研究 主要 体现 在 函数 的 模 分 布 和 辐 角 分 布 两 个 方面 ， 
一 方面 , 模 分 布 主 要 是 从 亏 值 的 研究 出 发 进行 讨论 . 国内 外 著名 学 者 , 杨 乐 、 张 广 
厚 、Edrei.A、Fuhcs W.H.J. 等 在 文献 [12-15] 就 此 进行 讨论 得 到 了 一 系列 有 意义 的 
结果 . 男 一 方面 , 辐 角 分 布 的 研究 , 主要 体现 在 Julia 方向 、Borel 方向 、Nevanlinna 
方向 、Hayman JHR T 方向 的 研究 上 . 伍 胜 健 、 郑 建华 、 张 庆 德 等 学 者 在 亚 纯 
函数 的 奇异 方向 上 都 做 了 大 量 工作 ,并 取得 了 非常 有 价值 的 结果 , 详细 内 容 可 参 
阅 文献 [16-18] 

本 文 在 前 人 研究 的 基础 上 , 分 别 从 高 阶 线性 微分 方程 解 的 增长 性 与 辐 角 分 布 
两 方面 进行 了 研究 , 进一步 探讨 高 阶 线性 微分 方程 解 的 复 振荡 性 质 . 


1.2 预备 知识 及 相关 定义 
1.2.1 复 平面 内 的 Nevanlinna 特征 与 增长 级 

首先 , 我 们 简要 介绍 复 平面 内 Nevanlinna 理论 的 相关 记号 , 详细 内 容 请 参阅 
X BA L1-2]. 

假设 f(z) 为 定义 在 圆 盘 |z|< R(O< R < oo) EIS NEA PAL a 为 某 一 复 常数 . 用 


n(r, f) A tid Jy nr, f =0) 8 n(r; o0) ) o f(z) t£ |z| & r(0 € r « R) EKRA 


个 数 , 重 级 极点 按 其 重 数 计算 ;用 nn(7， Tj (有 时 也 记 为 n(x,f =a) nir, a)) X 


示 f(z)-a 在 |z|<r(0<r<R) 上 的 零点 的 个 数 , 重 级 零点 按 其 重 数 计算 . 
对 于 非 负 实数 x, 定义 正 对 数 


log’ x = log x, x21; 
ie 0€ x«l. 
显然 当 x>0 时 ,有 1logx= log’ x- log’ =. 
此 外 ,Nevanlinna 34 5L. Jf HE KAAR, 如 下 有 所 示 : 
"dé, 


i 2m " 
mir, f) - —— |, log 


TS Se l 
yam! log ega ar 


Mr f) - [' ITO en. f)logr, 


n(t,— 一 
(s [EST IS, e. 
F-a 9 "m 


m(r, f ) EIAS m, f — o0) R m(r,oo) , 表示 |f(z)| 的 正 对 数 在 |z|=r 上 的 平均 


: )logr,.a #0, 
a 


的 正 对 数 


值 , 相应 的 , m(r， ) 有 时 也 记 为 m(r, f=Q) 或 m(r,a), 表示 一 一 一 一 
f-a 


FE [f(z)-al 


E |z| =r 上 的 平均 值 ; N, f) AA NE, f =0) R Nr, 0), 表示 了 (z) 极 点 的 密 


Hit RS, Nr AER EOS NO, f = a) HUNG), BEAR SO fa Us 


fade He. 


定义 15 设 f(z) 为 定义 在 圆 |z|< R(0<R<%m) 上 的 亚 纯 函 数 ,定义 
T(r,f)=m(r P) - NG, f) 
II f (z) 的 特征 国 数 . 
定义 20 y f(z) 是 复 平 面 上 的 亚 纯 函数 ,定义 f(z) 的 增长 级 o(f)、p 次 
BARA (f) 5 p WER FB (PHA 


log T(r, f) 


ogr 


o(f)=limsup 


log"! T(r, f) (pe N) 


c, (f )- limsup 


[p] i 
a Éric SE T) (p = N). 
r= logr | 
定义 3"! 设 f(z) 是 复 平面 上 的 亚 纯 函数 ,定义 f(a WERE AS) A 
极点 收敛 指数 =) 分 别 为 


ZB 
a aA | crimp PEE, 
rm logr f) rm logr 


定义 AU Wt f(z) 是 复 平面 上 的 无 限 级 亚 纯 函数 ,如 果实 函数 olr) 满 足 如 下 
的 性 质 : 
(1) el 站 是 rz (n>0) 上 的 连续 非 减 函数 ,并 且 o(r) olr > oo); 


QA U(r)- r" (r2 r)m ug 


则 pr) 称 为 函数 f(z) 的 无 限 级 . 


定义 5P yt f(z) 是 复 平面 上 的 非常 数 亚 纯 函数 ,a 为 任意 的 复数 . 定义 a 对 


于 f(z) 的 亏 量 (或 称 为 气量 ) 为 


容易 得 出 0<6(a,f)<1. 


1. 2. 2 角 域 内 的 Nevanlinna 特征 及 增长 级 
接 下 来 介绍 角 域 上 的 Nevanlinna 特征 相关 记号 与 概念 . 
定义 65] 设 0<a<Bz<2x, 则 复 平面 上 的 角 域 定义 为 


Q(a,B)={z:a <argz < Bf 
O(a, B.r)- iz: S argz < B. |z| & rj 
并 记 Q,, -0(0—6,0- e)- z:0—- 6 «argz «0-c]. 
5 S IERA M hOla, p) f)- sup fle]: <O< B0 «i5 7]. 
Tf 为 亚 纯 函数 , 记 


A, fr. ra ome per JS 


(re * |--log* 


B, Atif )= ‘| f(re’ ^Jsink(9—a)40: 
NM zi A pit a, 
tin b, =|b,|e” Ky f(z) 在 扇形 区 域 A={z:a <argz<p,1<|z|<r} 内 的 


极点 , 重 级 极点 按 重 数 计算 . 进一步 定义 
Dr )= A re EB st Ss fC, ur. f) D, rJ). 
定义 7 W f(z) 是 复 平 面 上 的 亚 纯 函数 , 则 f(z) 在 角 域 Q(a,B) 上 的 增长 级 


0,s(f) 和 pp KERRO, ,分 别 定义 为 


p.a, B 


log S, ,(r, 
& a )- lim sup Og s alt f) 
= ro logr 


log"! S, g(r, f) ( 


o (f )- limsup x peN). 
Keen rv logr 


定义 8" 令 peN, f(z) 是 复 平面 上 的 亚 纯 函数 , f(z) YER O(0 — 6,0 +e) 
上 的 疡 次 迭代 级 零点 收敛 指数 定义 为 


log!?! n(r. O(0 — e, O+ e), f 30) 
log r ; 


À, os Uf) 7 limsup 
f(z) 沿 径 向 argz = 0. EN p KERRE Plc ed BU s CS 
A, o (f )= imh, , (f). 
特别 地 , 当 p=2 时 ，/f(z) 沿 径 向 上 的 pp 次 迭代 级 零点 收敛 指数 称 为 径 向 上 
f(z) 的 超级 零点 收敛 指数 , 记 为 4(f)=lim 和 bo60s(/). 
定义 9 令 peN, 且 f(z) 是 p 次 迭代 级 为 p(0<pz<w) 的 亚 纯 函 数 . 如 果 对 
任意 小 的 正 数 0<& < 二 ,f(z) 对 任意 的 复数 a eC, 都 有 


log!”! n(r. o — = a) 


En PHP log r B 


成 立 ,至 多 除去 两 个 例外 的 复数 ， 则 称 射 线 L:argz=0 为 f(z) I] p RER p 2X 
Borel 7j [4]. 
特别 地 ,(1) 当 p=1 时 ,射线 L:argz=0 称 为 f(z) 的 一 条 pp 级 Borel 方向 ;(2) 当 


p=2 时 ,射线 L:argz=0 称 为 f(z) 的 一 条 超级 为 p 的 Borel 方向 . 
EM 1015]. 射线 :argz=0 称 为 亚 纯 函数 f(z) 的 一 条 polr) ERA Borel 方向 ， 
如 果 对 任意 的 & >0 和 任意 的 复数 aeC, ,有 


log n(r.Q,, .. f = a) 
p(r)logr 
成 并 ,宇多 除去 可 能 的 两 个 例外 复数 a 值 . 


lim sup =] 
rx 


第 二 草 ”高 阶 非 齐 次 线性 微分 万 程 解 沿 径 同 的 振 汤 性 质 


2.1 引言 与 结果 
XT fey PAE ST X £k TE 7I TE 
f" rA, UI ae Af +A f =F (2.1) 


解 在 全 平面 上 的 整体 振荡 性 质 ,前 人 有 过 不 少 研究 (参阅 文献 [26-29]). 特别 地 , 陈 
宗 迷 、 杨 重 骏 在 文献 [26] 中 得 到 了 如 下 结果 


定理 2.1.A 设 4,4,…,4 是 整 函 数 ,F ERAS BARA 
A, (s € 10,…, k - 1) ,满足 
b= maxlo(F)o(4, JG s) « o(4.) <7. (j 201,---,k-1) 
那么 微分 方程 (2.1) 的 每 一 个 超越 解 f(z)i iE o, (f )- A (f) - o(A,). 
定理 2.1.B VEA Ass A, EMM, max jo(4,)}<o(4,)<0,F 是 不 恒 为 
零 的 整 函数 , 且 o(F)<o%, 则 方程 (2.1) 的 每 一 个 解 F(z) iiis os (f)=4,(f)=0(4,). 


至 多 有 一 个 例外 解 ,. 
最 近 , 吴 昭君 受 文 [30,31] 的 启发 ,在 文献 [24] 中 讨论 了 与 方程 (2.1D) 相 应 的 齐 次 
方程 
f+ Ay uf 9 asser Af =0 (2.2) 
的 解 沿 径 同 上 的 振荡 性 质 ,得 到 如 下 结果 . 
定理 2.1.0 设 4,4,…, AL, P B ACER (X A BB) A ee ERE ER LB 


p= max W(4,)j«». W f fase fi 为 方程 (2.2) 的 一 组 基础 解 系 ,并 令 EB=f…/， 
那么 i(E)< (p+]). 如果 o,,(E)=p>0, 那 么 以 下 结论 等 价 
(i) L:argz=O7E E I] p+1 VIER p 2X Borel 方向; 


(ii) Ap (E) =P; 


10 


log ^?! M(r.O, „E 
(iii) M Ve» 0. limsp E, MU PoE) | 
| p-> logr 


其 中 i(A,) 73 A (z) FIR 0g KE. 

定理 2.1.A 和 定理 2.1.B 探讨 了 整 系数 高 阶 微分 方程 (2.1) 的 解 在 全 平面 上 的 
增长 级 及 超级 . 接 下 来 我 们 进一步 研究 解 的 超级 Borel Friel. fA EI EA EER 
和 沿 径 同 上 的 超级 零点 收 仇 指数 ,这 样 我 们 将 会 对 解 的 性 质 有 更 深入 的 认识 . 本 
文 证 明了 如 下 定理 . 

定理 2.1.1 假设 4,4,…, 4, | 为 有 限 级 整 函 数 ,F 是 不 恒 为 零 的 有 限 级 整 函 
数 . f 为 方程 (2.1) 的 超越 解 , 且 满 足 o,(f)= p(0<p<wm), 则 以 下 结论 等 价 

(i) L:argz 2 0J& AE f 的 超级 为 p 的 Borel 方向 : 


(i) 4alf)=p; 


log?! Mfr. Qus) B 


(iii) Xt Ye > 0 ,limsup 
ndn logr 


定理 2.1.2 假设 4,4,…, 4, 为 有 限 级 整 函 数 ,FF 是 不 恒 为 零 的 有 限 级 整 函 
数 , 若 存 在 A (s e 10... k —1]) ,满足 
b=maxfo(F).o(4,)(74s)}<o(4,)<5. Go 01.1) 
那么 对 方程 2.U) 的 每 一 个 超越 解 了 ,以 下 结论 等 价 
(i) L:argz 2 0 Jf f£ 的 超级 为 o(4,) 的 Borel 方向 ; 
(i) A, (f) o(A,): 


log?! M(r,Q,..f)_ slaj 
logr es 


定理 2.1.3 [BO ALAS AL, 为 整 函数 , max (o (4, )] « o(A,)« o, F 是 不 恒 
< jsk- 


(ii) Xd ve» 0, lim sup 


73 E B BR ZR 3 ER AAS A061 7; FEQ. DR BE T EGER E f ,以 下 结论 等 价 ,全 多 有 
一 个 例外 解 f, 

(i) L:argz=O FEAR f 的 超级 为 o(4,) 的 Borel 方向 : 

(i) 4,(f)= ol4): 


log?! M (r Qe H. 


E - o( A,). 


(iii ) *j Ve > 0, lim sup 
2.2 5| 

在 上 述 定 理 的 证 明 中 需要 用 到 下 列 引 理 . 

引 理 2.2.1) 设 f(z) 为 角 域 Q(a,B)(0<B-a<2x) 上 的 非常 数 亚 纯 函数 , 那 
么 对 任意 的 aeC, 有 


其 中 当 一 oo 时 ,s(r,aj= O(1). 
引 理 2.2.2?! t f(z) AHR O(a, p< B-a < 27) LSE BOW AE KAM 


ZIMMER a, €C,, j —712,.q.H 


(a -2)S, 3C DER -} +O(logrT(r,f)), reE, 


FLA E #2 — “PS 2 PEM BE PR EA. 
5I 2.2.3) 设 f(z) 为 角 域 Q(a,B0<B-a<2x) 上 的 非常 数 亚 纯 函数 , 那 
么 对 任意 的 r <R, 有 


A, 4| rs<k 2) [J£ Tt. /) | tog" F ajas adl 
i I. pg 2 t R-r r 


Jh o KARE AR BIE HE BL. 


51 2.2.4” 4peNHp»l,f 是 一 个 满足 c,( 门 = po(0<P<o) 的 亚 纯 函 


AX W—2& 42€ L:argz 20 Æ f£ HJ p RIZR p 2X. Borel 方 同 的 充 要 条 件 为 ,对 任意 


soe 于 在 角 域 0 内 有 


log’! So Ar, f) 
lim sup NEC — =p. 
r— on og F 


引 理 2.2.5 设 4 ,4,…, 4, 为 有 限 级 整 函 数 ,F Kb 8 7 2E UE RAM BR 
数 ,了 是 方程 (2.1) 的 解 , 且 满足 o,(f)= plo <o), 那 么 对 任意 的 gs (0.2z] 以 及 充分 
小 的 E> 0 EARO, 内, 当 7 充 分 大 时 ,有 

Su ore C. np O(1). 
证 明 假设 了 为 方程 (2.1) 的 解 , 且 o,(f)= plo <oo), 将 方程 
f A IT al tt Ayf =F 
变形 为 


Ea. P era Ta (2.3) 


根据 引 理 2.2.1, 对 任 给 的 es>0 和 bs(0,2z|, 在 角 域 Q， 内 , 当 r 一 o 时 ,有 


s.r) -s,m |+ ol) 


] l fe 
=D,,| 7,—|+C,,| 4.—|+0(1). (2.4) 
47] [n7 0) n 
CAF AA ZEE PRG AS t o(F)- p, MHERWN o eO, ,有 


loglog M (r, F) TU loglog|F (re” ) 


p, = lim sup 
rv log r roe log r 


MUS r RAK MERLIN m > 0,5 log Fere | <r”. 
再 由 4 ,By 的 定义 知 , 当 r 充 分 大 并 取 7 和 & HH py tin <k = 二 时 ,有 
Dys PF )= A, . (r,F)+ Br F)e O(1). (2.5) 


x A(F )< c(F) = Po X 


即 a(r, F = 0)< PATT, 


Ba, - a,]e^ J F ERRO, 内 的 所 有 零点 ,由 Con 定 义 知 


xd 
Gr. J- 2 pi | n „a E k(0, —0-- £) 
| F 


i a, 
E. dn(t) 
| 
[MES 
= 40 十 天 mt) 2 


2203 = O(1). (2.6) 


Ica tl | 1 ) 
D, (rz | E S5; (r.F)- cr. z) + O(1) 


=D, (r.F)* C, (r.F)- Grex + O(1). 


HH F Ay HE PAH C, (r, F)=0 MAA A(2.5)(2.6) A 


D, (7.7. |= 00). (27) 
因 4(i=0,1...,k-1) 也 为 有 限 级 的 整 函 数 ,类 似 于 D, Lr, F) 的 估计 ,有 

D, .(r. A,) - O(1). (2.8) 
对 满足 引 理 2.2.5 条 件 的 解 f ,由 引 理 2.2.3 知 ,对 任意 的 9e(0,2z] 及 充分 小 的 


no iT HUE - 
ele iÑ E p+1<——), SUR = 2r I A 
P" 


f^) of ron Tis P) (ma oy 
^n ]-d se Dao | ET. in| =o) 


I 


B, L| < A(z) mr =O(1) 
Í r? f 
所 以 , 当 r 充 分 大 时 
IL 7 -o() (2.9) 
H 
又 因为 
y" h (1) 
Daf 7 IE Fr} +00) (2.10) 


其 中 及 = 2,3,.…., 上 . 
所 以 由 (2.3),(2.7) 一 (2.10) 式 得 , 当 r 充分 大 时 
i | k (h) 
D, | "| « D, [rz] +% D; _(r,.A, )+ > D, [Áo Oi), (2:11) 
| f F i=0) l h=] | Í 
将 (2.11) 式 代入 (2.4) 式 知 , 当 r 充分 大 时 ,有 
S. (r, f) x eu ; 十 O(1), 
4 th S| 2.2.5 证 毕 . 
58 2.2.65! i Sf EARO, p 内 解析 ,那么 有 


log M(r.O, 4, f )« Kr* ls, (2r, f)+1}, 


AMAL, LAR k = rw „Mhr, p. f)= supi fre") wars PAsts 小玉 是 一 正常 数 


2.3 定理 的 证 明 

2.3.1 定理 2.1.1 的 证 明 
假设 f 是 方程 (2.1) 的 解 , 且 满 足 o,(f)= po(0< p « o). 
DuEn (i) (ii) 584 


Bit L:argz- 032i f BAN o 的 Borel 方向 .根据 引 理 2.2.4, 对 任何 正 数 


Uap 
2 


loglogS,,(r,/f) 
lim sup — r = 
rasa ogr 


在 角 域 Q， 内 成 立 . 再 结合 引 理 2.2.5, 可 推出 


loglog Coal ret) 
ici —— Sii =p. 


Fai logr 
HON cr - «2n(.O,,. f = 0) (EH p< 1, (f) «o. (/)- p UA 


Asal f)= p 


BKB A, (7) - p XHERIO <6 «7 Wa, = 


e" 为 J 在 角 域 Q,， 内 


a, 


的 所 有 零点 ,由 C.。 p 的 定义 知 


Job ko Ha, e|2:0- 5 cargz eo a <a) <r Ht. WEE AES 
E€ 1 3 3 i GG 2 6 


而 有 sin Q -94 > 上 .将 (2.12) 式 改写 为 stieltjes 积分 形式 


2 
2 


ary Qy 


(2x yt 
则 
S, (2r, f)=S, [7i O(1) = c, [27.3 +000 
> 去 ， tr) +O(1) 
r 

Kp nlr)= nl. Q, ,7=0 中 因此 对 任意 的 0<< «7 EARO, 内 有 

. loglog S, , (r. f) 

lim sup 一 — — — = p 

r= logr 


结合 引 理 2.2.4, 可 证 得 LL:argz=0 是 解 f 的 一 条 超级 为 p 的 Borel 77 [ul. 

WE BH (i) (iit) E 

假设 L:argz=0 是 整 函数 解 f 的 超级 为 p 的 Borel 方 同 ,由 引 理 2.2.4, 对 任意 
的 正 数 0<e < EARO, 内 


lim op = (2.13) 
r=" ogr 


如 果 存在 0<s< 二 ,7 了 <p 使 得 


limsup — <T <= ps 
ro 


logr 
那么 对 充分 大 的 > 以 及 所 有 的 pe|l6-s,9+2| 都 有 
log f (re^ | « expr’. (2.14) 
已 知 了 为 整 函 数 , 结 合 角 域内 的 Nevanlinna 特征 函数 的 定义 及 (2.14), 则 可 以 
证 明 在 角 域 Q, ,内 有 


loglog S, , (r, f 
limsup—2—— eJ 7 : acl? o. 
reo ogr 


这 与 (2.13) 式 矛盾 .因此 ,对 任意 的 0<e < 二 .有 


log? M(r,Q, ,. 

ims E MU QoS) _ 
ro logr 

反 过 来 ,如 果 对 任意 的 0<e < 二 ,已 知 


log?! M(r,O, .., 
ip E MAI) 


logr 
根据 引 理 2.2.6 在 角 域 Q， 内 有 


log log § i 
Jip os) ars f) 
rx ogr 


根据 引 理 2.2.4 HJ AL :argz 20 75 E f 超级 为 p 的 Borel 7j [n]. 
定理 2.1.1 证 明 完 毕 . 
2.3.2 定理 2.1. 2 的 证 明 


由 定理 2.1.A 知 非 齐 次 微分 方程 (2.D 的 所 有 超越 解 了 都 满足 
0o,(f)=o(4,)(0<o(4,)<%). 并 且 由 定理 2.1.2 的 条 件 4 ,4,…，, 4, 为 有 限 级 整 


ER, F 是 不 恒 为 零 的 有 限 级 整 函 数 , 那 么 只 须 在 定理 2.1.1 中 令 p=o(4,) 便 可 得 
到 定理 2.1.2 的 结果 . 
2.3.3 定理 2. 1. 3 的 证 明 


由 定理 2.1.B AH dE Jr KRM a Jj E (QD BS] Bro fA f ih x 
of)j=cld)j)0<cldj<o, 至 多 除去 一 个 例外 解 有 .并且 由 定理 2.1.3 的 条 件 


2.1.1 中 令 p=o(4) 便 可 得 到 定理 2.1.3 WAR. 


第 三 章 ” 复 振 沪 中 的 辐 角 分 布 


3.1 引言 与 结果 
设 f,, f, ERODE 


f'*4Af -0 (3.1) 


的 两 个 线性 无 关 解 ,其 中 4 是 整 函 数 . 
2007 年 , 吴 昭 君 和 和 孙 道 椿 在 文 [34] 中 研究 了 方程 (3.1) 的 线性 无 关 解 之 乘积 的 


零点 分 布 与 p(7) 级 Borel 方向 之 间 的 关系 ,证 明了 下 面 的 结果 . 

定理 3. 1.A 设 A(z) 是 有 限 级 超越 整 函 数 , ,是 方程 (3.1) 的 两 个 线性 无 关 
解 , 记 E= ff HE ERI ada A(E)- oo, H. p(r) 是 E 的 一 个 无 限 级 , 则 射线 
argz =O È E f] —4& pfr) 级 Borel 方向 的 充 要 条 件 是 


—á = 
limi “gap TN] nr. Qu E-0) _ L. 
£—U r+ olrjlog r 
对 于 高 阶 齐 次 线性 微分 方程 
f? e 4, f? e A f =0 (E22) (3.2) 


文献 [34] 中 也 研究 了 类 似 的 问题 ,研究 表明 ,定理 3.1.A 中 关于 二 阶 方程 解 的 性 质 
可 以 推广 到 高 阶 方程 的 情形 , 即 有 下 面 的 定理 . 


定理 3.1.B 如 果 方 程 (3.2) 中 A 4, ,为 有 限 级 整 函 数 且 至 少 有 一 个 是 超 
越 的 . 设 f, 记 …, 是 方程 (3.2) 的 个 线性 无 关 的 解 , 记 E= fp… .再 设 E 的 零 


点 收敛 指数 4(E)=m, 且 p(r) 是 EE 的 一 个 无 限 级 , 则 射线 argz=0 是 EE 的 一 条 plr) 
级 Borel 方 同 的 充 要 条 件 是 
Bm log nfr, Q, E = 0) e 


£0 r— olrjlogr 


受 定理 3.1.A 和 定理 3.1.B 的 司 有 ,本章 研 究 了 更 一 般 的 高 阶 非 齐 次 线性 微分 
方程 


f"A J + Afar (3.3) 
解 f(z) 的 零点 聚 值 线 与 p(x) 级 Borel 方向 之 间 的 关系 ,证 得 如 下 结果 . 
定理 3.1.1 Ub AS 4 是 有 限 级 整 函 数 ,F 是 不 恒 为 零 的 有 限 级 整 函 数 , 设 
f(z) 为 方程 (3.3) 的 无 穷 级 解 ,满足 o,(f)<%, 且 p(x) 是 f(z) 的 一 个 无 限 级 , 则 射线 
L:argz=0 是 解 f(z) 的 一 条 plr) 级 Borel 方向 的 充 要 条 件 是 


tian Tan log ale O TE 0) - 
E> ro olrjlogr 


定理 3.1.2 KA, AL, 0E E ER F EATS HJ SE RN, ETE 
A, (se 10, k 1) He 
b= maxfe(F).o(4 )G * s))« o(4.)«—. (0e) 
那么 对 于 微分 方程 (3.3) 的 超越 解 f(z), 当 pfr) 是 解 f(z) 的 一 个 无 限 级 时 ,射线 
L:argz=0 是 解 f(z) 的 一 条 p(x) 级 Borel 方向 的 充 要 条 件 是 


limi; 108r... f =0) =0) E 


E> r—poo plr)log r 
定理 3.1.3 WA, A EMM, max lo(4,)j« o(4,) «o. F RMS 


Is jsk-1 


的 整 函数 , 且 o(F)<o% ,那么 对 于 方程 (3.3) 的 所 有 解 /(z), 至 多 有 一 个 例外 解 f , 当 
olr) 是 解 f(z) 的 一 个 无 限 级 时 ,射线 L:argz =0 是 解 f(z) 的 一 条 pl(r) 级 Borel 方 向 
的 充 要 条 件 是 
— logn(r,Q, ,, f =0) 
nn ám. 
E£—) rs plr )log r 

3.2 5| 

引 理 3.2.10] 设 f(z) 是 复 平面 上 的 无 限 级 亚 纯 函 数 , p(r) 是 f(z) 的 一 个 无 


限 级 , 则 射线 L:argz=0 是 f(z) 的 一 条 p(r)2& Borel 方向 的 充 要 条 件 是 :对 任意 的 


20 


A 
ub eH 4 A 


= O8 Sonon f) _ 


roe p(r)logr 


引 理 3.2.2 it f(z) 是 复 平 面 上 的 无 限 级 亚 纯 函数 , olr) f(z) 的 一 个 无 限 级 ， 


对 于 任意 充分 小 的 a 0 o «7. JR 
iim lS f£) 1 
ro ptr )logr 
则 对 任意 的 aeC , 必 有 
二 lognl, Q, f =a) 
im 一 = <]. 


pe pí(r)logr 
证 明 如 若 不 然 , 则 存在 充分 小 的 0< a < 一 ,使 得 


zc Jos CA ,f/f =a 
TELDAN gnus f =a) | 
roe p(r)logr °» p(r)logr 
由 定义 4, 我 们 有 
__logalr,Q,.,f =a) __logalr,Q,., f =a) logU(r) 
im—— r =M 
me logU(R) rn logU (r) logU (R) 
— legmr0,,,/f =a 
> j; 8n Mog f=), logU(r) >] 
rm log U(r) ron log U(R) 
| : _ log 55 ev) 
其 中 R=r+ 一 一 一 . 则 对 任意 的 rz>0( 要 求 1-r> lim 一 一 一 一 ), 存 在 一 列 
log U(r) - 


plr)logr 


_ CN. "T 
=F "weu(-.) (r, 一 oo) ,满足 
nly, )= n... =a)2(U(R,)) 
假设 a, =la, le” (u -12,--)79 f =a TE ARO, 内 的 所 有 根 , 重 根 按 重 级 计 
E- Soap Ua JE! = 
A , A T 0 5 <0, <O+ FE L2,., 则 6 <9, 0+ 


EG ME 
29; , A m 


inz(0, -esz| > LAE S, rs 的 第 一 基本 定理 及 C, 的 定义 ,我 们 有 


2] 


So (R, 3 f) e Coe (R, 7 a) + O(1) 2 Cas (R, 3 a)+ O(1) 


= 


>2 z| L e pontes «on 


Isla, |&r, 
à | 
m9 Ww z| E - (r þe k(0, -0+e)+0(1) 
ums a,| (R, 


> i f dep en 


sa lr, 


其 中 大 = 一 将 上 式 中 的 和 式 改 写 为 stieltjes 积分 形式 ,并 进行 分 部 积分 得 


(t)2- O(1) 


$54 Ut, f) 「 <ran(e)- 


> d n(t)at + ee "3 LB, E erste 


R 2k R lk 


Hn i 


n(r) roat.) "t o (1) 


p“ R 


n 


x atn) ) Ranh) ) ，o 0) 


n "n 


R 


"n it 


> 十- a Jes O (1). 


li log So. (r. f) p log Sge (R, , f) 
In 一 一 一 一 一 一 之 mm 一 一 一 一 一 一 
"^ plr)jlogr ">= p(R,)logR, 


ios] — 
> lim Jose un I im lows) 
rox AAR, log R, ^^» p(R, )log R, 


me p(R, log R, 


log " tuc | -gt 
ietin EE 8]. 


这 与 rz 的 假设 矛盾 . 即 引 理 3.2.2 得 证 . 
引 理 3. 2.3 设 f(z) 是 复 平面 上 的 无 限 级 亚 纯 函数 , olr) 是 f(z) 的 一 个 无 限 级 ， 


则 对 充分 小 的 0<e <> Ai 


lim log So. (r. f) 


wa <i. 
rm plr)logr 
WEAR 事实 上 由 不 等 式 
Cus (r,a)< 2n(r, o = a) 


和 


n(r,Q,..f =a) n(r, f =a)< N(R, f -a)- : « T(R, f =a) : 
! og 2 


log 4 
其 中 R>rz0 是 任意 的 .注意 到 还 SD 1 ,因此 对 任意 的 b>0 当 + 充分 大 
rox p(r)logr 
时 有 
T(r, f = a)< U(r)" 


Mitt 4 R=r+ 充分 大 时 
GUL ) 


nir. Qf =a)< noe] (vi p)" = 


结合 引 理 2.2.2 及 定义 4, 并 取 gqg =3, 即 得 


lim 
ptr )log r rm log U zm 


j= | 


E logU (r) 


<] 
= ET U(r) 


_ gm log(U(R))™ _ 
im Ue) 


5| 38 3.2.3 得 证 . 


3.3 定理 的 证 明 


3.3.1 定理 3.1.1 的 证 明 
由 引 理 3.2.1 可 知 ,如 果 能 证 明 
Heim —lognir.Q,,. f =0) _ 
60 r-» p(r)log r 
的 充分 必要 条 件 是 对 任意 充分 小 的 e>0， 
uz log Self) _, 
ro p(r)logr 


成 立 , 则 定理 得 证 ， 
下 面 证 HH IX — £H Sie. 


HEFCE HEH AST 3.2.3, 4 LEGIO e< Z AF im EMD < 
roe pír)logr 


设 iim ESS) 1 则 由 引 理 3.2.2 必 有 
网 plr )logr 


— logalr,Q,., f - 0) 
lim ———————— <l]. 
^* — p(r)logr 
He 的 任意 性 我 们 有 
nar leen, f-0) | 
e—0 r> plr Jlogr 
— log S, Ar d] 
* plr)logr 


下 证 充分 性 ,由 引 理 2.2.5 可 知 ,对 任意 充分 小 的 a >0, 当 7+ 充分 大 时 
1 
So, HE E tO 
mijë ^ - 0 


FJA. 所 以 lim =1. 必 要 性 成 立 . 


假设 对 于 充分 小 的 E> 0， 
"m log So. (r. f) 
lim ——————— = 
dis p(r)logr 
那么 由 (3.5) 式 可 知 
log 22) 
H-—-— e 


ro ptr )log r 
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因 为 ert « 2n(r,Q,,.f = 0), 因 此 


— logn(r, Qs f =0) 
re p(r)logr 


但 由 定义 4 知 
i =0) logro f) 1 
r= ptr )logr NT pir )logr 
所 以 有 
Spin p(r)logr 
He 的 任意 性 知 


ingr Er Qf=0)_ | 


60 rom p(r )log F 


综 上 所 述 充 分 性 成 立 . 
因此 ,定理 3.2.1 证 明 完 成 . 


3.3.2 定理 3. 1. 2 的 证 明 
由 于 定理 3.1.2 的 条 件 满足 定理 2.1.A 的 条 件 , 那 么 由 定理 2.1.A 知 方程 (3.3) 
的 所 有 超越 解 (2) 为 无 穷 级 , 且 满 足 as(/)= (4) o ,再 应 用 定理 3.1.1 可 


知 ,射线 Liargz=6 是 解 f(z) 的 一 条 pl(r) 级 Borel 方向 的 充 要 条 件 是 


Tm log n(r.Q, ,. f = 0) 
£—UÜ r plr) log r 


3.3.3 定理 3.1. 3 的 证 阴 
由 定理 2.1.B 知 方程 (3.3) 的 所 有 解 f KERR, H o,(f)=o(4,)<%w, 至 多 有 一 


=], 


个 例外 解 .另外 根据 定理 3.1.3 条 件 可 知 Ay, Ass 4 为 有 限 级 整 函数 ,FF 是 不 


恒 为 零 的 有 限 级 整 函数 ,并 且 o,(f)<+%w. 那 么 直接 应 用 定理 3.1.1 的 结果 我 们 可 
以 得 到 定理 3.1.3 的 结论 . 
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第 四 草 一 类 亚 纯 系数 二 阶 微分 万 程 解 的 超级 


4.1 SESAR 

在 文献 [35] 中 , 作者 讨论 了 线性 微分 方程 

f' «h(z)e" ? f + O(z)f =0 (4.1) 

解 的 增长 性 , 其 中 P(z) 为 n 次 多 项 式 ,h(z) 为 亚 纯 函数 ,0(z) 为 整 函 数 ,通过 对 有 (z) 
的 增长 级 和 QO(z) 的 Borel 方 同 的 限制 ,证 明了 如 下 结果 . 

定理 4.1.A 假设 P(z) 是 一 个 次 数 为 n 的 非常 数 多 项 式 ,h(z) 是 o(h)<n 的 亚 
纯 函 数 .Cl(z) 为 具有 无 穷 亏 值 的 有 限 级 整 函数 , 且 @(zj) 只 有 有 限 条 Borel 7; 
向 : Bi argz = 8,(j=1,---,q). KE MQ, — 2:0, <argz<0,w), j=1…,9 .同时 假设 对 
任意 的 Q TE 00, <0, <9,,), 使 得 6(P,p,)<0. 那 么 方程 (4.1) 的 所 有 超越 亚 纯 


ft f(z) 满 足 :o(f)=%,o,(f)>o(@). 
本 章 对 定理 4.1.A 中 的 问题 进行 了 进一步 讨论 ,得 到 的 主要 结果 如 下 : 
定理 4.1.1 假设 P(z) 是 一 个 n 次 多 项 式 ,h(z) 是 o(h)<n 的 亚 纯 函数 ,QO(z) 为 


具有 无 穷 亏 值 的 有 限 级 整 函 数 , deg P <l), H 0O(z) 只 有 有 限 条 Borel 7j 
向 : B,:argz 2 0 (j 1,4). 14 Q, 12:0, <argz<9,,),j=1,…,q .同时 假设 对 
vO..3o,(0, <p, « 6,..) AER 5(P, p, )<0. 那 么 方程 (4.0) 的 所 有 具有 有 限 个 极点 的 
超越 亚 纯 解 f(z) 满 足 :o(f)=%,o,(f)>o(8)> u (f) EE, E uL (o) o. f) JU 
o,(f)=o(Q). 


4.2 5 引 理 
定理 的 证 明 需 要 用 到 以 下 引 理 ， 
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引 理 4.2.15] 假设 f(z) 是 超越 亚 纯 函 数 , 设 T={(k, 广 )…,(k,,, ji 表示 一 个 
整数 对 集合 ,满足 >j >0(i=1,…,m),a >1 是 一 给 定 实 常 数 ,那么 存在 对 数 测度 
WG UL AE AE E, c(l,+w), 并 存在 仅 依赖 于 a 和 的 常数 B>0 ,使 得 对 所 有 
|| =r e EU[01] 的 z 和 (k,j)eT 有 


k) k-j 
UE p Ter Dg: rlogT(ar, n i 
特别 地 , 当 f(z) 为 有 限 级 超越 亚 纯 函数 时 有 
f(z k-j)\lo(f lee) 
raat 日 Mol f+ . 


引 理 4. 2. 289 假设 f(z) 为 有 限 级 亚 纯 函数 ,那么 对 任意 给 定 的 a >0, 存 在 一 
个 线性 测度 和 对 数 测度 都 为 有 穷 的 集合 EE, cc (L+oo), 当 四 =r €|o1]U E,,r > oo 时 ， 
有 
f(z} s exp}. 
引 理 4.2.3" ut H(z)- h(z)e" ,其 中 P(z) 是 一 个 次 数 为 n 的 多 项 式 ,h(z) 是 
o(h)<n 的 亚 纯 函 数 ,那么 存在 一 个 集合 Ec[0,27x) ,mE,=0 ,使 得 对 所 有 的 
pe[0,2x)\E, 有 
(i) UR 65(P,p)<0, 那 么 存在 常数 R= R(p)>0 ,使 得 下 面 的 不 等 式 对 所 有 的 


ro R, RSL 


se" ] «exp| 36(P.0)" |. 


(ii) bn 6(P, 9)» 0 ,那么 存在 常数 R= Rye) 0 ,使 得 下 面 的 不 等 式 对 所 有 


有 的 r> R, RSL 
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ma 


[7] an ,  g(z 
引 理 4.2.4 f= e 


越 整 函数 , d(z) 是 由 f(z) 的 极点 构成 的 多 项 式 , 假 设 z 满 足 在 


为 具有 有 限 个 极点 的 亚 纯 函数 ,其 中 g(z) 为 超 


z|- r.|g) - Mtr.a). 
v,(r) m £ 的 中 Ly ta tp, A A FFE FE EE, C (Loo) , He Xt Ac dl RE ImE, «dp E 


=r e [DIJU m 


2 


1?) (OY +0() (n> 1 为 整数 ) 


4.3 定理 的 证 明 
4.3.1 定理 4.1.1 的 证 明 
定理 4.1.1 结论 的 前 半 部 分 o(f)=w,o,(f)>o(0) 在 定理 4.1.A 中 已 证 .下 证 


o(Q)2 uf). 
由 方程 (4.1) 变 形 得 
Qc)- - eie 人) 


£ <|O(z)+|a(z)e"™| 


f 
-一 | . (4.3) 


对 O(z) 应 用 引 理 4.2.2 可 知 ,对 任意 给 定 的 >0, 存 在 一 个 线性 测度 和 对 数 测 
EHER RRE E, c (0,+%), 当 上 =r e [O.1]U E, r> oo BE 
lolz) < exp”. (4.4) 
x P(z)- az" +--- JEP a - lale .我 们 可 推算 


E ={o:6(P,)<0}= Bm e eom 


i=] 


XJ h(z)e" 应 用 引 理 4.2.3, 存 在 一 个 集合 已 C [0,22) mE, =0,R, > 0 ,使 得 
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对 所 有 的 z=re" |] - n» Ro e[0,22)\E,, ,有 
Meel<en| seo 4) 


由 Hadmard 分 解 定理 知 f(z) 可 表示 为 f(z)= EE ,其 中 g(z),d(z) 为 整 函数 . 


Hi deg P<o(O), 比 较 (4.1) 的 各 项 增长 性 ,可 知 


u(g)= 4(f)> u(Q). (4.6) 
为 f(z) 具 有 有 限 个 极点 ,由 引 理 4.2.4, 存 在 子 集 E，c(l,w), 其 对 数 测度 


ImE, <%, 当 |z|=r e [01]U E, 时 


(n) 
Pe D vel” zm (Leo) n>1 为 整数 (47 
f(z) z 

T (4.4).(4.5).(4.7) fA (4.3) RT ALBUS z = re” iii ie |z| =r > Ry|g(z) =M 


(r.g).R|z| » r e [0.1 JU E,, U E, ,pe[0,2z)\E, 时 ,对 任意 的 ae>0, 充 
分 大 的 > 有 


2 


ue (1--o(1)) « explr? ?"Jeexp| Z 3(P.0)"| = 


Z 


(1-- o(1)). 


< sopa] 


所 以 
v. (r) <rexp fpo (0 (i +o(1)). 


而 jw(g)<o(0) , £i & (46. Pr 以 wl(f)<o(Q) . 


Ik:0,(f)20(0)>= u, (f). 进一步 ,着 如 (f)=o,(f), 则 .定理 得 证 . 
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